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摘 要

在现代概率统计中，代数中的群表示论具有十分重要的作用。在很多

实际问题中，这些问题都会具有一些群论的背景。本文主要目的是利用一

些群表示论的结果去研究一些与群相关的概率问题，尤其是群上的随机

游走。我们首先会在第一章中介绍一些群表示论的相关概念的基本定义

及结论，进而在第二章定义群上概率测度直接的距离，再给出“close to
random”的概念，最后利用群表示论的知识给出群上随机游走的相关结
论。

关键字: 群表示论 概率论 随机游走 概率测度
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Abstract

In the modern probability theory and statistics, algebra and group
representation theory play a very important role. In many practical prob-
lems, those problems have some relative background with group theory.
This thesis is aimed to solve some problem in probability, especially the
random walk in group. The first chapter will introduce some relative con-
cept and conclusion about group theory. In the second chapter, we will
give a measure of variables and what is ”close to random”. Further more,
some examples and conclusion about random walk in group will be given.

Keywords: group representation theory, probability theory, random walk, prob-
ability measure
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第一章 前言

在实际生活中，很多问题的结构其实都与群论有关，举个例子 [1]，考虑
一份人数为 500 人份的关于他们心中 5 个不同的巧克力品牌的排名的问卷调
查。这个排名可以看做是作用在 5 个物体上的置换群 S5, 自然的，对于这类问
题，人们便可以利用群论的知识做出各种不同的分析。除了这些问题外，群上

的概率的卷积形式提示我们，对于 n 步概率我们可以利用 n 次卷积来研究，同
时我们又注意到在群表示论中，群上的函数都可由其上的所有不可约表示所张

成，同时我们注意到，很多概率问题都具有群的结构，比如对于圆环上的随机

游走，我们可以看做是 sp 上的 n 步概率。本文主要对 Persi Diaconis 的 Group
Representation Theory in Probability and Statistics[2]中关于群表示论在随机游
走中的应用进行了归纳总结，在本文第一章中，我们将介绍群表示论的相关定

义及一些重要定理，以便为后文做好铺垫。在第二章中，我们开始介绍如何利

用群表示论的相关知识对随机变量距离进行估计，这样我们便能得知什么时候

一个 n 步概率会接近均匀分布 [3]。

1



中国科学技术大学本科毕业论文

2



中国科学技术大学本科毕业论文

第二章 群表示论及特征

一、 定义及例子

定义 2.0.1. 设 G 是一个乘法群，运算规则为 S ∗ T → ST，单位元记为 id，逆
元记为 s−1。我们称 ρ 为群 G 上的一个表示，当 ρ 把 G 中的每个元素都映为
一个可逆矩阵，且满足 ρ(st) = ρ(s)ρ(t)。这样，我们可以把 ρ 看做是一个 G
到 GL(V ) 的一个同态，其中 GL(V ) 是向量空间 V 上的所有可逆线性变换组
成的乘法群。向量空间 V 的维数 dρ 称为表示 ρ 的维数。

定义 2.0.2. 如果 W 是向量空间 V 在 G 下的不变子空间（i.e，ρ(s)W ⊂ W 对

所有 s ∈ G 成立）, 则限制在 W 上的表示 ρ 给出了一个子表示。显然，零空间

和全空间是 ρ 在 V 上的两个平凡的子表示。如果 ρ 没有非平凡的子表示，则

称 ρ 是不可约的。

定义 2.0.3. 设 P 和 Q 是有限群 G 上的概率，则 P (s) ≥ 0,
∑

s P (s) = 1。定

义 P 和 Q 的卷积：P ∗ Q =
∑

t P (st
−1)Q(t)，再定义群 G 上的均匀分布：

U(s) = 1/|G|，注意到 U ∗ U = U，对任意 G 上的概率 P，U ∗ P = U。

定义 2.0.4. 令 P 是有限群 G 上的一个概率，则 P 在表示 ρ 下的傅里叶变换

为

p̂(ρ) =
∑
s

P (s)ρ(s).

对于一般的函数 P 我们也类似定义其在 ρ 下的傅里叶变换。

二、 基本理论

定理 2.0.1. 令 ρ : G −→ GL(V ) 是 G 在 V 上的一个线性表示，令 W 是 V 在
G 下的一个不变子空间. 则存在 W 的一个补空间 W 0，且 W 0 在 G 下不变。

3
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证： 令 <,>1 是 v 中的内积，定义一个新的内积如下 < u, v >=
∑

s <

ρ(s)u, ρ(s)v >1. 则 < u, v >=< ρ(s)u, ρ(s)v >。W 在 V 中的正交补空间即为
W 0。

注解 2.0.1. 正如上面证明中所讨论的，内积 <,> 具有不变性，这意味着，

如果 ei 是内积 <,> 的一组单位正交基，则 < ρ(s)ei, ρ(s)ej >= δij，这也意味

着 ρ(s) 是单位阵，故我们可以假设我们的表示是单位的。

注解 2.0.2. 对于定理 1.0.1 中的不变子空间 W 和 W0，我们称 V 可以记为 W
和 W0 的直和，记为 V =W ⊕W0。

定理 2.0.2. 每个表示都可以分为一些不可约表示的直和。

证: 对定理 1 用归纳法即证。

定义 2.0.5. 对于任意一个表示 ρ，我们记 χρ(s) = Tr ρ(s), 我们称 χρ 是表示

ρ 的特征 (Character)[4]，由迹的不变性，我们知道 χρ(s) 与 V 的基的选取
无关。故我们有如下关于特征的性质。

命题 2.0.1. 设 χ 是表示 ρ 的特征，且表示 ρ 的维数为 d。则：
(1): χ(id) = d;
(2)χ(s−1) = χ(s)∗;
(3)χ(tst−1) = χ(s).

证：

(1): 由迹的性质知成立。
(2): 因为 G 是有限群，故 ρ(sa) = I 对某个 a 成立。由此可知 ρ(s) 的特征根 λi

是 1 的单位根。则

χ(s)∗ = Tr ρ(s)∗

=
∑

λ∗i =
∑

1/λ

= Tr ρ(s)−1 = Tr ρ(s−1) = χ(s−1)

(3): 由 Tr(AB)=Tr(BA) 知成立。

命题 2.0.2. 令 χ1, χ2 分别是 ρ1 : G −→ GL(V1), ρ2 : G −→ GL(V2) 的特征，则

ρ1 ⊕ ρ2 = χ1 + χ2。

4
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下面我们考虑在同一个群上的两个表示，一个是在空间 V 上的表示 ρ，另

一个是在空间 W 上的表示 τ。我们称他们是等价的 (equivalent)如果存在一
个一一的从 V 映到 W 的线性映射 f 满足：τs ◦ f = f ◦ ρs。

定理 2.0.3 (Schur 定理). 令 ρ1 −→ GL(V1), ρ
2 −→ GL(V2) 是两个 G 上的不可

约表示，令 f 是从 V1 到 V2 的线性映射且满足

ρ2s ◦ f = f ◦ ρ1s

对任意 s 成立，则：
(1): 如果 ρ1, ρ2 不等价，则 f=0.
(2): 如果 V1 = V2, ρ

1 = ρ2, 则 f = c ∗ id, 其中 c 是常数.

证： 注意到 f 的像与核都是 G 下的不变子空间，对核，如果 f(v) = 0,
则 fρ1s(v) = ρ2sf(v), 故 ρ1s(s) 在核里。对于 f 的像 w = f(v),ρ2s(w) = fρ1s(v) 在

像里，又 ρ1 不可约，故核空间和像空间要么是零空间要么是全空间。

对 (1) 假设 f ̸= 0，则 Ker=0, 像空间为全空间，故 f 为双射，这与 ρ1, ρ2 不等

价矛盾。

对 (2)，f = 0时结论成立，当 f ̸= 0时，f有非零特征值 λ，则映射 f 1 = f−λ I
满足 ρ2sf

1 = f 1ρ1s, 且 f1 的核是非平凡的，故 f 1 ≡ 0。

注解 2.0.3. 群 G 上的一致分布定义为 U(s) = 1/|G|, 对于平凡表示 ρ，Û(ρ) =

1, 对于其他非平凡不可约表示 Û(ρ) = 0.

推论 2.0.1. 令 h 是任意从 h1 到 h2 的线性映射。令

h0 =
1

|G|
∑

(ρ2t )
−1hρ1t

则

(1): 如果 ρ1, ρ2 不等价，则 h0 = 0。

(2): 如果 V1 = V2,ρ1 = ρ2，则 h0 = c ∗ id, c = Tr h/dρ。

证： 容易验证 h0 满足 Schur 定理中 f 的条件，故由 Schur 定理 [5] 知成
立，对 h0 表达式的两端取 Tr，算得 c = Tr h/dρ。

5
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假设推论 1 中的 ρ1, ρ2 矩阵形式为

ρ1t = (ri1j1(t)), ρ
2
t = (ri2j2(t))

线性映射 h0, h 由 xi2i1 , x
0
i2i1
确定。则

x0i2i1 =
1

|G|
∑
tj1j2

ri2j2(t
−1)xj2j1rj1i1(t)

在推论 1 中的情形 (1) 下，h0 ≡ 0 对所有 h 成立当且仅当 xj2j1 的系数全为 0，
故我们有如下推论：

推论 2.0.2. 在情形 (1) 下

1

|G|
∑
t∈G

ri2j2(t
−1)rj1i1(t) = 0

对所有 i1, i2, j1, j2 成立。

推论 2.0.3. 在情形 (2) 下

1

|G|
∑
t∈G

ri2j2(t
−1)rj1i1(t) =

{
1
dρ

i1 = i2, j1 = j2

0 其他情况

证：在 (2) 下，h0 = λI, x0i2i1 = λδi2i1 , λ = 1
dρ

∑
δj2j1xj2j1，即

1

|G|
∑
tj1j2

ri2j2(t
−1)xj2j1rj2i1(t) =

δi1i2
dρ

∑
j1j2

δj1j2xj1j2

由 h 的任意性，上式两端 xj2j1 系数相同。由此即得结论。

三、 特征的正交性

我们引入函数之间的内积 (ϕ|ψ) = 1
|G|

∑
ϕ(t)ψ(t)∗, 其中 ϕ(t)∗ 表示复共轭，

又由 Remark1.0.1 知，所有表示都可以假设是单位的，故 r(s)∗ = r(s)−1 其中 r
为任意群 G 上的一个表示。我们由如下定理：

6
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定理 2.0.4. 不可约表示的特征构成一组标准正交基。

证： 令 ρ 是不可约表示，χ 是其特征，且其矩阵形式为 ρt = rij(t). 故
χ(t) =

∑
rii(t), (χ|χ) =

∑
i,j(rii|rjj). 由推论三知 (rii|rjj) = 1

dρ
δij. 如果 χ, χ′ 是

两个不等价表示的特征，则 (χ|χ′) =
∑

ij(rii|r′jj) 由推论二知 (rii|r′jj) = 0.

定理 2.0.5. 令 ρ 是群 G 的一个表示，其特征为 ϕ,V 为其表示空间，设 V 可
直和分解为以下不可约表示：

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wk,

则如果 W 是一个不可约表示且特征为 χ，则所有 Wi 中等同于 W 的表示的个

数为 (ϕ|χ).

证： 令 Wi 的特征为 χi, 则由性质二 ϕ = χ1 + · · · + χk, 又由定理三知，
(χi|χ) = 1 当且仅当 χi = χ。

注解 2.0.4. 由以上推导我们可以看出，表示可以由其特征唯一确定（在同态意
义下）。

定理 2.0.6. 设 ϕ 是某个表示的特征，则 (ϕ|ϕ) = 1 当且仅当该表示是不可约

的。

证： 注意到 V = m1W1 ⊕ · · · ⊕mnWn 这里 mi 表示 V 的直和分解中包
含 mi 个 Wi（在同态意义下），则 (ϕ|ϕ) =

∑
m2

i，由此知定理成立。

四、 正则表示的分解和 Fourier 逆变换

定义 2.0.6. 令 es 构成向量空间的一组基，s ∈ G，定义 ρs(et) = est, 我们称这
样的表示为正则表示。

命题 2.0.3. 正则表示的特征 rG 由下式确定:

rG(1) = |G|

rG(s) = 0, s ̸= 1

。

7
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证： ρ1(es) = es 故 Trρ1 = |G|. 当 s ̸= 1 时 ρset = est ̸= et 故 ρs 对角元

全为 0。

推论 2.0.4. 正则表示的直和分解中不可约表示 Wi 的个数恰好为其维数 di。

证：

(rG|χi) =
1

|G|
∑
s∈G

rG(s)χ
∗
i (s)

= χ∗
i (1)

= di

推论 2.0.5. .
a): 维数 di 满足

∑
d2i = |G|

b): 若 s ∈ G, s ̸= 1，
∑
diχi(s) = 0

证: 由推论 5 知 rG(s) =
∑
diχi(s)。令 s=1, 则得 a), 令 s 为 G 中任意非

id 的元素则得 b).

定理 2.0.7. .
a)Fourier 逆变换定理. 令 f 是 G 上的函数，则

f(s) =
1

|G|
∑

diTr(ρi(s−1)f̂(ρi))

b)Plancherel 法则. 令 f 和 h 是 G 上的函数，则∑
f(s−1)h(s) =

1

|G|
∑

diTr(f̂(ρi)ĥ(ρi))

证.
a) 注意到，等式左右两端对 f 是线性，故只需验证 f = δst 时结论是否成立即

可。(因为 f(si) =
∑n

j=1 f(si)δsisj), 则

f̂(ρi) = ρi(t),

8
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等式右端为 1
|G|

∑
diχi(s

−1t), 带入验证即得结论。
b) 同样，等式两端对 f 是线性的，故只需对 f = δst 时验证结论是否成立即可，

即

h(t−1) =
1

|G|
∑

diTr(ρi(t)ĥ(ρi))

此即 a) 中结论。

五、 不可约表示的个数

定义 2.0.7. 共轭关系在群上的划分中起到了关键的作用，我们称 s 和 t 是共
轭的，当且仅当存在群 G 中的某元素 u 使得 usu−1 = t 成立，在这种共轭关系

下，我们就可以把群分成不同的共轭等价类。如果函数 f 作用在 G 的每个共轭
类下均为常数则我们称 f 为类函数（class function）.

命题 2.0.4. 令 f 是 G 上的一个类函数，令 ρ : G → GL(V ) 是某个 G 上的不
可约表示，则 f̂(ρ) = λI 且

λ =
1

dρ

∑
f(t)χρ(t) =

|G|
dρ

(f |χ∗
ρ)

证：

ρsf̂(ρ)ρ
−1
s =

∑
f(t)ρ(s)ρ(t)ρ(s−1)

=
∑

f(t)ρ(sts−1)

=
∑

f(sts−1)ρ(sts−1)

= f̂(ρ)

又由 Schur 定理知 f̂(ρ) = λI, 再对等式两端取迹即得 λ。

定理 2.0.8. 不可约表示的特征 χ1, · · · , χh 构成了所有类函数的一组标准正交

基。

9
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证: 由表示的特征的性质我们知道，特征是类函数，且由定理 3 知他们是
标准正交的，下面只需说明只需这些 χ1, · · · , χh 便足够，否则，存在 χh+1 使

得

(χi, χh+1) = 0

=
1

|G|
∑

χi(t)χh+1(t
−1)

=
1

|G|
∑

χi(t)χh+1(t
−1tt−1)

= (χi, χ
∗
h+1)

, 由推论 7 知 χ̂h+1(ρ) = 0, 再由 Fourier 逆变换定理知 χh+1 = 0。

定理 2.0.9. 不可约表示的个数等于共轭等价类的个数。

证：定理 6 说明不可约表示的个数 h 等于所有 g 上的类函数构成的函数空
间的维数，同时，对于类函数来说，其在每个共轭类上都有一个确定的值，故

类函数空间的维数即共轭类的个数。

定理 2.0.10. 下列性质等价
a)G 是阿贝尔群.
b) 所有 G 的不可约表示的维数为 1.

证：由 G 是阿贝尔群知一共有 |G| 个共轭类，同时
∑
d2ρ = |G|, 由定理 7

知，不可约表示的个数为 |G|，故 dρ = 1。反过来，若 dρ = 1, 则由 |G| 个不可
约表示，即有 |G| 个共轭类, 故 G 是阿贝尔群。

例 2.0.1. 我们下面讨论 Zn 上的不可约表示，这里 Zn 表示整数模 n 构成的,
加法群。

注意到 Zn 是阿贝尔群，故所有不可约表示的维数为 1，由同态知 ρ(k) =

ρ(1)k, ρ(1)n = 1，故每个不可约表示 ρ 由其在 id 上的像确定，且 ρ(1) 是 1
的 n 次单位根，即 e2πij/n, 由其确定的不可约表示为 ρj(k) = e2πijk/n, 这样
我们就找出了所有 Zn 上的不可约表示。对于 Zn 上的任意函数 f，f̂(j) =∑

k f(k)e
2πijk/n, 由傅里叶逆变换知 f(k) = 1

n

∑
j f̂(j)e

−2πijk/n.

10
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第三章 群上的随机游走

六、 问题的背景及提出

我们把群 Zp 看做是 p 个点均匀分布在一个圆周上，这上面最简单的随机
游走即从某一点开始，每次要么向左或者向右且概率都是二分之一，自然地，

我们会关心如下问题：需要多少步使得从某一点开始到达指定位置？需要多少

步才能走过圆周上的每个点？多少步之后该点的分布接近均匀分布（即到每个

点概率相同）？（主要前两个问题的步数是指期望）下面的讨论会告诉我们这三

个问题的答案都是 p2. 除了这种最简单的随机游走外，我们还可以考虑下面这
种随机游走：Xk+1 = aXk + b(mod p) 这里 P 是一个确定的数，且 X0 = 0，通

常人们在生成伪随机序列时会用到这种随机游走，选择合适的 a 和 b 即可使得
X0, · · · , Xn 是一列伪随机序列。更一般的，我们可以令 a 和 b 是某些随机变
量，我们可以通过研究模 p 的仿射群去研究他们的性质，目前来说，对于 a 是
随机变量的情况人们还未找到很好的办法研究序列 Xn 的性质，但是对于确定

的 a，若 b 是随机变量则我们可以研究序列 Xn 何时接近均匀分布，后文中会

给出这个答案 [6]。

除了研究 Zp 上的随机游走，我们还关心 d 维立方体上的随机游走（即 d
维随机游走），即群 Zd

2 上的随机游走。对于起始于 d 维立方体某一点的随机
游走，下一步到邻接的 d 个定点和保持不动的概率同为 1

d+1
, 自然地，我们就

会想知道，多少步之后这个点最后所处的位置接近均匀分布？

实际问题中，洗牌中的每一次洗牌也可以看做是作用了一次置换群的某个

元素，如果我们定义最终洗牌洗匀等价于最终分布接近均匀分布，那么我们会

发现，平时我们的对半洗牌方式（在完美的洗牌模型下，我们假设将牌分为数

量相等的两堆，且洗牌时恰好保证 a 堆中的牌下面是 b 堆中的牌）下差不多 7
次洗牌即可把 52 张牌洗匀。

11
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七、 基本定义及定理

我们接下来来定义什么是接近均匀，并引入随机变量间的距离。

定义 3.0.8. 令 G 是有限群，P 和 Q 是 G 上的随机变量，定义如下距离

∥P −Q∥ = max
A⊂G

|P (A)−Q(A)| = 1

2

∑
s

∥P (s)−Q(s)∥

注解 3.0.5. 这样的距离可以在任意的可测群上推广，使得 G 变成 Banach 空
间。对于 G 是紧的情形下，这个测度是有界连续函数且 ∥ ∥ 是对偶范数。

注解 3.0.6. 考虑 Sn 上的随机游走。这可以看做是对一副由 n 张牌构成的扑克
进行的洗牌（洗牌一次可看做是 Sn 上的一个元素作用在这副牌上），对于已经

洗好的一副牌，我们将其全部背面朝上，每次我们翻开一张牌，并猜这张牌是

多少，如果这副牌已经被洗匀那么猜对正确牌数的期望是

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

如果没有洗匀，那么这个期望值会增加，这样我们就可以定义什么是接近均匀，

即概率距离 ∥P − U∥ 充分小即可。

注解 3.0.7. 除了上面定义的度量外，我们还有如下两种与其等价的度量：
Hellinger 距离 - dH(P,Q) =

∑
s(P (s)

1
2 −Q(s)

1
2 )2

Kullback-Leiber 距离 - I(P,Q) =
∑

s P (s) log[P (s)/Q(s)]
满足

dH
2

6 ∥ ∥ 6
√
dH(1− dH/4) 6

√
dH

√
2∥ ∥ 6

√
I

回忆之前我们定义的群 G 上两个概率测度 P 和 Q 的卷积 P ∗ Q(s) =∑
t P (st

−1)Q(t), 注意到 st−1 ∗ t = s, 也就是说卷积的概率意义 P ∗Q(s) 是指从
P 中取出任意元素 a，再独立的从 Q 中取出某个元素 b 使得 ab = s 的概率。

由乘法原理，自然地，p∗n 表示 n 次操作后的概率分布，又有上文中定义的距
离，我们很自然的会关心什么时候有 ∥P ∗n − U∥ < ε, 我们不加证明的引入如下
定理.

12
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定理 3.0.11 (Koss). 令 G 是一个紧群，设 P 是 G 上的一个概率测度且满足存
在 n0, c, 0 < c < 1, 对于所有 n > n0 有：

P ∗n(A) > cU(A)对所有开集 A

则对所有的 k
∥P ∗k − U∥ 6 (1− c)[k/n0]

定理 3.0.12 (上界引理). 令 Q 是有限群 G 上的概率测度则

∥Q− U∥2 6 1

4

∑
dρTr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)∗)

这里求和是对所有非平凡不可约表示求和。

证：

4∥Q− U∥2 = {
∑
s

|Q(s)− U(s)|}2

6 |G|
∑

|Q(s)− U(s)|2

=
∑

dρTr(Q̂(ρ)Q̂(ρ)∗)

其中，第一个不等号是 Cauchy 不等式，第二个等号是在 Plancherel 法则中令
f ≡ 1,h = (Q− U)(Q− U)∗, 且 Q̂(ρ) = 1, ρ = id, Û(ρ) = 0, ρ ̸= id.

八、 圆上的随机游走

考虑 Zp, 模 p 的加法群, 定义 P (1) = P (−1) = 1
2
, P (j) = 0其他情况.

定理 3.0.13. 对 n > p2, p 为奇数且大于 7 有

∥P ∗n − U∥ 6 e−an/p2 , a = π2/2

证：在第一章最后的例子中，我们讨论了 Zp 的所以不可约表示，为

ρj(k) = e2πijk/p，故

P̂ (ρj) =
∑
k

(P (k)ρ(k))

=
1

2
(e

2πij
p + e

−2πij
p )

= cos(2πj/p)

下面先引入一个引理：

13
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引理 3.0.1. 令 ρ 是任意表示,P,Q 是群 G 上的两个概率测度则:

ˆP ∗Q(ρ) = P̂ (ρ)Q̂(ρ)

证：

ˆP ∗Q(ρ) =
∑
s

P ∗Q(s)ρ(s)

=
∑
s

∑
t

P (st−1)Q(t)ρ(s)

=
∑
s

∑
t

P (st−1)Q(t)ρ(st−1)ρ(t)

=
∑
t

∑
s

P (st−1)ρ(st−1)Q(t)ρ(t)

=
∑
t

∑
v

P (v)ρ(v)Q(t)ρ(t)

= P̂ (ρ)Q̂(ρ)

回到原命题证明。由上界引理知：

∥P ∗n − U∥2 6 1

4

∑
Tr( ˆP ∗n(ρ) ˆP ∗n(ρ)∗)

=
1

4

∑
{P̂ (ρ)}2n 由引理知

=
1

4

p−1∑
j=1

cos(2πj/p)2n

=
1

2

(p−1)/2∑
j=1

cos(2πj/p)2n

下面我们只需要对上面这个 cos求和估计其上界即可，令 h(x) = log(ex2/2 cosx, h′(x) =

x− tanx 6 0;h(x) 6 h(0) = 0 故我们有：

cosx 6 e−x2/2 x ∈ [0, π/2]

14
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利用上式我们有：

∥P ∗n − U∥2 6 1

2

(p−1)/2∑
j=1

e−π2j2n/p 6 1

2
e−π2n/p2

∞∑
j=1

e−π2(j2−1)n/p2

6 1

2
e−π2n/p

∞∑
j=0

e−3π2jn/p2

=
1

2

e−π2n/p2

1− e−3π2n/p2

又对任意 n和奇数 p，若 n > p2 则 [2(1− e−3π2
]−1 < 1这样我们就证明了结论。

九、 Zd
2 上的随机游走

我们先来定义群 Zd
2，Z

d
2 可以看做是 n 维立方体的 2d 个定点，故我们可

以用二进制去表示所有顶点，记这些顶点为

(0, 0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸
d 个

, · · · , (1, 1, · · · , 1)︸ ︷︷ ︸
d 个

, 他们之间的运算为位运算, 即对应位置的数相加再模 2，这样便构成了一个加
法群，每个元素的补是其位运算的补，单位元为 (0, 0, · · · , 0) 显然，这是一个
阿贝尔群，故其所有不可约表示都是 1 维的，且有 2d 个。

我们可以构造如下 d2 个不可约表示：对任意 Zd
2 的元素 y，设 ρy(x) =

(−1)y·x, 这里 (−1)x·y 定义如下：设 y 的 y1, · · · , ys 位全为 1，其余位为 0，
(−1)x·y =

∑s
j=1(−1)xyj，这里 xyj 表示 x 的第 yj 位，下面说明这是一个不可约

表示，对 x1, x2 有

ρx1+x2(y) = (−1)(x1+x2)y

= (−1)x1y(−1)x2y

= ρx1(y)ρx2(y)

上面第一个等号后面的加号是位运算，第二个等号是因为 x1, x2 中的 0 不对
-1 的幂的结果有影响，即位运算中 0+1,1+0,0+0 均可拆开，对于位运算中的
1+1，两个 -1 相乘为 1，而 1+1 位运算结果是 0，(−1)0 = 1, 故 1+1 也可拆
开。故这是一个 Zd

2 上的表示，又因为该表示是一维的，故为不可约表示。
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我们再来介绍 Zd
2 上的随机游走。定义

P (0) = P (0 · · · 01) = P (0 · · · 10) = · · · = P (10 · · · 0) = 1

1 + d

即从原点出发的随机游走有 1
d+1
的概率在下一步走到 d 个邻接顶点或者不动。

则我们有如下定理：

定理 3.0.14. 设 P 是如上定义在 Zd
2 上的随机游走，令 k = 1

4
(d+ 1)[log d+ c],

则

∥P ∗n − U∥2 6 1

2
(ee

−c − 1)

证：

P̂ (x) =
∑
y

(−1)x·yP (y)

=
1

d+ 1
{(−1)x·(0,··· ,0) + · · ·+ (−1)x·(1,··· ,0)}

=
1

d+ 1
{1 +

d∑
i=1

(−1)xi}

= 1− 2ω(x)

d+ 1
这里 ω(x) 是 x 中的 1 的个数

由上界引理有：

∥P ∗k − U∥2 6 1

4

∑
x ̸=0

(P̂ (x))2k

=
1

4

d∑
j=1

(
d

j

)
(1− 2j

d+ 1
)2k

6 2

4

d/2∑
j=1

dj

j!
e−j log d−jc

=
1

2

d/2∑
j=1

e−jc

j!
6 1

2
(ee

−c − 1)

这样我们就完成了证明。
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十、 带有随机乘子的随机游走

下面我们来讨论具有随机乘子的随机游走，这类随机游走通常在计算机

领域和密码学中用来生成伪随机序列。设 P 是某个奇数，令 X0 = 0, Xn =

2Xn−1+ εn (mod p)这里 εi 是独立同的离散均匀分布，等概率取值为 0,±1，我

们令 Pn 是 Xn 的分布, 自然地我们会关心什么时候 Pn 的分布接近均匀分布。

定理 3.0.15. 设 Pn 定义如上文，若

n > log2 p[
log log2 p

log 9 + s]

则

∥Pn − U∥2 6 1

2
(e9

−s − 1)

证：X0 = 0, X1 = ε1, X2 = 2ε1 + ε2, · · · , Xn = 2n−1ε1 + · · ·+ εn (mod p). 又

有第一章我们讨论的 Zp 上的所有不可约表示为 ρj(k) = e2πijk/p, 再由之前讨论
的随机变量卷积的概率意义我们知 Pn 的傅里叶变换为：

n−1∏
α=0

(
1

3
+

2

3
cos 2π2

αj

p
)

又由余弦函数的性质，不难得到：

(
1

3
+

2

3
cos(2πx))2 6 h(x) =


1

9
x ∈ [

1

4
,
3

4
)

1 其他情况

这样我们便可以用
n−1∏
α=0

h({2
αj

p
})

作为上界，其中 { } 是小数部分。设 x 的二进制表示为 x = .α1α2α3 · · · 则

h(x) =


1

9
α1 ̸= α2

1 α1 = α2

令 A(x.n) 表示 x 的二进制表示的前 n 个字符中改变的数目，即：A(x, n) =

|{1 6 i < n : αi ̸= αi+1}|. 注意到，乘上 2α 相当于把 x 的二进制表示的小数点
后移了 α 位。故我们有：

n−1∏
α=0

h({2
αj

p
}) 6 9−A(j/p),n

17
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我们先对 p = 2t − 1 的情况讨论，此时 j/p 为：

1/p =

t︷ ︸︸ ︷
00 · · · 01

t︷ ︸︸ ︷
00 · · · 01 · · ·

2/p = 00 · · · 10 00 · · · 10 · · ·

3/p = 00 · · · 11 00 · · · 11 · · ·

p− 1/p = 11 · · · 10 11 · · · 10 · · ·

因为我们只需找到充分大的 n 即可，故我们可设 n=rt，那么 j/p 的前 n 个位
置改变了至少 r 次（每 t 个元素中至少改变一次）故：

p−1∑
j=1

n−1∏
α=0

h{2
αj

p
} 6

p−1∑
j=1

9−rA(j/p,t)

6 2
t∑

k=1

(
t

k

)
9−kr

= 2[(1 + 9−r)t − 1]

6 2[et9
−r − 1]

上式中第一个不等式利用了 j/p 前 n 个位置至少改变 r 次即 A(j/p, n) >
rA(j/p, t), 第二个不等号是因为注意到

|j : A(j
p
, t) = k| 6 2

(
t

k

)
这个结论是因为二进制表示中 1 带来的相邻数位的不同至多 2 个，故有 k 个不
同相对于从 t 位中选出 k 个 1。再成对 k = A( j

k
, t) 求和即得。这样再在最终式

中令 r = log t
log 9

+ s 即得结论：

∥Pn − U∥2 6 [e9
−s − 1]

下面再对一般的奇数 P讨论，设 t满足 2t−1 < p < 2t，令 r = log t
log 9

+s,n=rt,
我们将 j/p 的二进制展开的前 n 位分成 r 块，每块长为 t，记它们为 B(i,j)：

j/p =

B(1,j)︷ ︸︸ ︷
α1 · · ·αt

B(2,j)︷ ︸︸ ︷
αt+1 · · ·α2t · · ·

B(r,j)︷ ︸︸ ︷
α(r−1)t+1 · · ·αrt

则
p−1∑
j=1

n−1∏
α=0

h({2
αj

p
}) 6

p−1∑
j=1

9−A(B(1,j))−···−A(B(r,j)) (3-1)
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又由 2t−1 < p < 2p 故所有在第一列的块 B(1, j) 均不同，且至少有一个相邻数

位改变。此外，注意到 (2, p) = 1，第 i 列上的块均不取决于 i（因为在二进制
下 (2, p) = 1 则 1/p 为无限循环小数)。我们引入如下引理：

引理 3.0.2. 若 0 < α < 1, a 6 a′, b 6 b′ 则

αa+b′ + αa′+b 6 αa+b + αa′+b′

证：将 (αa − αa′)(αb − αb′) > 0 展开即得。由引理，我们便能把相同的块

合并且使上界不减，这样式 (2-1) 中的上界就可放大为

p−1∑
j=1

9−rA(j/2t−1,t)

这样就回到了 p = 2t − 1 的情况。综上命题得证。
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